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THËORIË 

CÔNES CIRCULAIRËS ROULANTS; 

Pab m. POINSOT, 



■ 

, Sous ce titre «brégi-, je n'ai pas uiiiquement en vue, comme on 
pourrait le croire, le cas particulier d'vn corps homAgène de figure 

conique qui roulerait sur un autre cùne fixe : mais je considère eu 
général un corps solide de forpie et de constiltitiorl qtM'lcnii(]ii<\ doué 
de deux axes égaux d'inertie, et qui se meut, autour d'un puint pris 
8|ir son troisième axe, comme si un cône circulaire décrit du même 
point antoardeoetazennilait%iclue1lemeiit, sans glisser, sur la surface 
d'un autre cône circulaire de même sommet. Je clierriie )a condition 
d'un inonvemeu» . jp veux dire, le couple accélérateur étranger qui 
Mirait capable de le produire. 

DÈrinmon» vr uhhes ntiti.iviirAiRES. 

i. Considérons donc un corps quelconque mobile autour d'un point 
fixe O. • 

Soit 0.\ un des'trois axes principaux dti.corps . et autour. duquel le 

moment d'iixTtio soit A; et suppo'^OT^s rpie tous les inomrnt-; «riiicrtie 
soient égaux entre tiix et à U, autour de tous les axes menés [nir le ^ 
point O perpendicidairement k celui-là. Tous ces autrm axes foruicM onl 
im plan que je nommerai ïéfftateuréu corpst tandis qtie l'axe perpen> 
dicidaire OA en sera nommé Vaxc (te Jigtire. 

A et M étant Us di'u\ inoiiirnts d'inpitic du corps, l'un autour de 
l'axe de ligure, l'autre autour d'un^iamèli^ quelconque de l'équa- 

I 



( ^ ) 

leur; si l'on noiiiine 1 le moment «l'inertie de ce corps autour d'un 

axe 01, incliné d'un angle o à l'axe de figure, ou aura,. comme on 
le sait , * 

lac Aco[f*o-hB«iii*o. • 

2. Suppôwns maintenant cjneie corps hoitirappé par uu couple G, 
dont Taxe soit 06 {Pl. I, Ji^. i), et qui tende k produire au pratnicr 
inataiit une rotation $ autour de Taxe ÔI; cet axe instantané OI tom> 

bera dans le plan même de Taxe du couple et de l'axe de figure, et si 
l'on désigne par / l'inclinaison de Ol à i'axe OG du couple» il est aisé 
de voir qu'on aura f équation 

> G ces i — 

• 

car il est clair que 1 0 exprime, aussi bien que G cos i , la somme desw 
moments de toutes les forces» ou le momeut total G estimé autour de 
l'axe OI. 

5. De plus, SI vous nommel // l'inchnaison d« l'axe OG du couple 
à Taxe OA du corps, vous aurez, entre o et u, la relatioi^ nécessaire 

B tang o — A tang u ; 

car, imaginez le couple (i drcoinpnsr »mi dfnx , l'tm autour de OA, 
l'antre autour de l'axe principal UB mené dans le plan (jOA , vous 
aurez pour ces deux composants rectangulaires du couple G, le» va- 
leur» G cos» et G sin«t, et dont le rapport, pris dans Tordre inverse, 
sera tang u. Mais, d'un autre côté, la rotation $t décomposée en deux 
autour des nu'ines axes, donne les deux composantes !5coso. Ssîno, 
et, par conséquent, A 5 cosoet B5 siiio pt)ur les deux couples capables 
de les produire; couples dont le ra[jp(irt, pris dans le même ordre 

que. ci'de&sus, donne tango: d'où résulte, en égalant cette expres- 
sion à la précédente, l'équatiou Btaogo = Atangu, qu'il s'agissait' 

de démontrer. 

i. Los trois axes OA, OI et ()G étant dans un même plan, on voit 
que l'angle u n'est autre chose que la ditiérence ou lu somme des 
deux angles o et i| de sorte qn^dh aura 

tt = o — I , ou u s; o «1- i» 
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«elon qu'oq aura 

A>B, ou A<B, • 

comme on le voit par la relation ci-de&sus, qui donne u<o, ou u> o, 
flelon qu'on a A >B, o» A < B. La fignre répond ici au cas dtf A > R. 

o. ILiitm, les deux composants reclaugulaircs du couple G étant 

exprimés par A9 coso et k$ sioo, on anAi, entre G et 9^ la relation 

t 

G == 9 cp»o VA* -h B* taug' o. 

Mais cette équatimi est déjà renfermée dans les précédentes; car, 
en y mettant au lieu de o,fla valeur en i, tirée de la relation* 

B tango = A tang (o — i), 

elle reviendrait (en faisant A cos' n + iisin' o = I) à l'équation trou- 
vée plus liant, * 
« 

G cos f = 1 5 : 

ee qui peut servir réciproquement à démontrer cette dernière, qtu- 
j'avnis po^e directement eti ol»servant que G cos i est le moment total 
<les forces appliquées, estime autour de OI, et que 10 est de nienie, 
l>ar rapport à cet axe 01, Ja somme des moments de toutes les forces 
qui Tiaiasent de la rotation $ due au même couple G. 

6. Au reste, il est bien évident que, des huit quantités désignées par 
A, B, G, I, 9, /, 0| «, il n'y en a que quatre d'indépendantes. Car, 
en se donnant, par exemple, A et B, qui sont connues par la natnre 

du corps, et les deux quantités G et u qui déterminent la j^r^ndetir et 
■I l [)osition du coiqile d'impulsion, il est clair que le mouvement du 
corps est entièrement déterminé, et que tout le reste s'ensuit. Ainsi il 
ne peut y avoir que quatre équations difiérentes entre les huit qiian* 
tités dénommées ci-dessus. 

J'ai donné d*abord ces différentes relations , pance qu'elles pourront 
servir, dans chaque problème, ;> pn-seitter les formules entre lesseules 
données immédiates qu'on y voudra considérer. * 
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♦ 

, QUBcrioir novosÈK. 

7: Pour arriver maintenant d*ane manière naturelle à la question 

préciscqu'oo se propose ici de résoudre , je râmarque en premier lieu 
que, si corps frappé par le couple G ij'g- ') élnit al)a!i(loin)f à liii- 
inéuie, l'axe instanlané OI décrirait, dans rinlénciii' du corps, iiii cone 
droit etciroulaire autour d^ l'axe OA ; et, dans l'espace absolu, un autre 
cône droit et circulaire autour de l'axe OG, qdl resterait fixe : et le mou- . 
vement du corps serait exactementje mèiHeqtie le premier cône (lOA) 
routait uniforniémoiil sans glisser sur la surface du coue fixe (10(1. 
Tel est dojic le n)ou\ cint'ul que suivrait le cnrps s'il était libre de toute 
action étrangère : c'est la rotation naturelle d'un corps qui a re<;ii 
J'impulsion d*«n couple, et qui reste abandonné à sa propre inertie; et 
cette rotation simple est à la rotation quelconque d*un corps, oe que le 
mouvement uniforme d'un point «i ligne droite est au mouvement de 

ce point m ligne roiitix . 

Mais SI le corps, au lieu d < tn.' abandonné à lui-même, est souuus à 
l'action continuelle d'un couple accélérateur étranger K, ce couple 
liera naître , à chaque instant dt^ un couple infiniment petit K Ht qui se 
composera'avec le couple d'impulsion G, etfera varier conti^yieilement 
l'axe et la grandeur de ce cou|>le; de sorte <pir Vnw instantané OI ne 
décrira plus le niéiue cùne dans l'intérieur du corps, ni le nu ine cmie 
dans l'espace absolu. Or on demande ici quel devrait être ce couple 
accél^teur K pour que le mouvement du corps fût le même que si le 
cône droit et circulaire (lOA) roulait tiniiorménu-nt , non plus sur le 
cùne (ÏOfl \ uiais sur un autre cùiu- (ixc ;IOVl décrit |)ar Ol auloiu- 
d'un axe (JV situé d'une manière quelconque dans le [)lan des axes (.>i 
et OA. Ce serait le cati reiuurquable du mouvement uniforme de l'axe^ 
OA d'un sphéroïde autour d'im axe fixeOV, sans aucune nniation de 
cet axe OA , ni aucune variation de la^itetSe angulaire du corps sur le 
même axe. 

8. Pour résoud!;p cette question, j'observe que si le couple K. est 

bien rlioisi . l'axe OA du corps et l'axe OO du rdiijtlc triuipulsion 
doivent toujours tomber dans im même plan avec l'axe lixe OV. 11 
faut donc que le mouveineul angulaire du pôle (A) de la figure et 
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celui tUi pôle (G) ilii couple d'impulsion autour du luviue nxc rixe(OV) 
sojpTtr toujours égaux rntrp eu\. Il u'v n donc qu'à i licrcher ces 
lieux raouvemenb et a les égaler. Or, soit ciésiguée par a rinciinaisoti 
.de Taxe OA du corps à l'axe fixe OV, et concevez la rotation actuelle 
9 décomposée en dèax, l'une autour de OA, Tautre autour de OV. Il 
est évident que, par là première autour de OA^ le p6]e (A) du corps 
reste immobile, et que. par la secomlo, il totirno ntilnur do l'axe 
fixcOV avec une vitesse angulaire exprimée par celle même rotation. 
Or, suivant le parallélogramme des rotations, cette «econdc compo- 

* sanle de 0 est expnniée par Donc, en désignant par le .symliole 

l<B mouvement angulaire du pôle (A) de la ligure autour de 
Taxe OV, oi^a 

rf( A) f. sin g 
în«" 

• • • 

Cherchons maintenant la vUessc angulaire que prend le pùle (G) du 
couple d'iropiilsioD^par Taccession du couple accélérateur K. J'ob- 
serve d*ab(ml que ce couple K iidh. avoir son axe dans la ligne des 
nœuds, afin que le couple Kfff , ét.uil roinpnsé nver G. ne tende qu'à 
laire pencher Taxe du couple résultant vers celte ligne des nœuds, sans 
foire varier ni son inclinaison à TaxefixeOV, ni la grandeur du couple G. 
Or maintenant ce couple K.dtf qui a son axe dans la ligne des nœuds, 
étant composé avec le couple d'impulsion C, . ilonnr. au bout d'un 
instant, la position nouvelle de OC ddis la (liat;"nale du rectangle 
construit sur les deux lignes Kdl et (i, qui représenteraient les axes et 
les grandeurs de ces deux couples. L'extrémité de la ligne C. (que jc 
prendrai pour le pôle du cqupte d'impulsion) est donc portée, au bout 
d'un instant, suivant une direction parallèle à la ligne des nœiuls par 
un espace K<ft; et cet espaccétant^ivisé par la ijj&iance Gsin(a — u) 

de ce pôle (G) à l'axe fixe OV» donne ^liB^a— ^^'^ l*angle qu'il 
décrit en un instant autour de cet axe. On «a donc, en désignant par 
le. symbole |e tnouvementangulaire du pôle (G) gutour de Taxe fixe, 

. dt GHn(a>-«) 



(.6) 

Donc, SI l'on veut qu'au bout d'un iIl^lanl l'axe OA du corps, 
l'axe OC (In ( riu])l(' . i-r . pnr rons«'qt!ent, l'axe Ol de la rotation, se 
retrouvent dans un même plan et sous les mêmes angles avec Taxe 
fixe OV, afin que le mouvement soit encore le même dans l'instant sui- 
vant , et se perpétue ainsi de la même manière à l'infini , il faut poser la 
conifition • ^ 

• A ~ rfr ' 

et, par cqpséquent, l'équation 

* sin 7 G sin ï — w) , 
d'où Ton tire, pour la détermination du couple K, 

K = —tm — • sin (a — u). 

Ce qu'il fallait trouver. 

CoRoi^%iRE I. * ■ • 

9. On volt d'aboi'd |iar cette expression que le sens 4" couple accé- 
h'-rateur K ne dépend {lonU du sens du couple d'impulsion G, ou de 
celui de la rotation 6 a laquelle ce couple G donne naiiSsauce. Car, 
comme le seni de 6 change toujours en même temps que cditi de G , 
et queVespresrion'ne renlèrme que le produit G9, il en résulte que le 
couple K, toutes clioses d'ailleurs égales, reste toujours de même 
stms. quel que soif le sens du eon>)!e d'impulsion. Il en est île ce 
couple comme de celui qui provient des forces centrifuges, et dont le 
sras est toujours le même, dans quelque tens que le corps tourne. 

^ Cokol^irmII. 

• 

10. On voit ensuite que ce couple K 4 ) est nid lorsque Tangle o 
est nu/. En effet, si o est nul , l'axe OI se eonfond avec l'axe 0\, le 
cône roulant se réduit à son axe, et un tel cône, qui n'est plus qu'une 
droite, peut rouler à l'infini sur la surface du cùne fixe saus y avancer 
d*un pas, et, par conséquent, en restant immobile dans Tespaoe ab- 
solu. Or, ç^est ce qui doit naturdlement arriver dans le cas dont il 
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s'agit; car, o étant supposé nu^, u est nul aussi, et, pa? comiquent^ 

l'axe 0(> du couple d'impulsion se confond avec f)A . fjni psf un axe 
principal du corps, et le seul couple G suffit pour liure tourner le 
corps a i infini sur cet axe : d'où il suit que le couple accéléxateur 
étranger K d<fll âre nu/. 

il. Le couple K est eucore nul quand on a a = et c'est ce qui 
doit être; ear. si a s «, Taxe 6xe OV se confond avec OG (Jig. 5 
et 6), et le cône (lOA) roule alors de lui-ménumr le cône fixe (XOG), 
san« avoir besoin d'aucun 0buple étranger K. qui l'y oblige. 

ISK. Si l'angle u est égal à l'angle o {Jig. 7),, le couple K se réduit à 

K = G6(sino*-ii), ^ 
OU bien (à cause de II = o — 1), i 

K^G^sini, * • 

oe qui est préciiiment l'expression d'un couple égal et contraire à celui 
qui proTient des forces centrifuges; et c'est* en eNbt, oe qui doit être. 
Car supposes qu'un tel couple accélérateur agisse sans cesse sur le 

corps antonr de la Tigne des nœuds , "'Si est clair que ce corps tour- 
nera perpctuellenieut sur la même dwitc OI, comme si cette droite 
était un ctxe jLxe. Or, dans notre hypothèse de l'angle a égal à l'angle o, 
Taxe 01 se confond avec Tame OV, et le cône mobile (iOA) peut router 
à l'infîni sur un cône fixe qui se réduit .1 son axe OV, sans que la 
ii^ne de- contact 01 se déplace, ni dans le corps, ni dans l'espace 
absolu. 

^ COROLLAIHK IV. 

. ffun cône qui Mule *mr un plan. « 

13. lorsque l'angle (a — o) est égal à un angle 'droit (Jig. 9), 
ou a ' 

stn $( = coso «' 

et • 

sin (a — .tt) sin (« — o + i) — siu (i* -f- 1) = cosf, 
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•IK. devient* 

K =: Gd tan^o co»i = 16* tango. 

Ce eas particulier de « -~ o ss l'^ est celui où la sur&oc du cône fixe 

■e réduit à 1111 plan, \h\s\ . quand le moiivemont du coi^s est le même 
que si If cùiio JlOA 1 rcMihiir sur un plan, 1^ couple ai ct-lt rateur qui 
l'antmo est égal à la Jorce luvc 1^' du corps, multipliée par la tan- 
gente de la demi-ouverture o du côue roulant. 

• 

COBOtLAIBB "Vf 

lïtin plan qui roule sur un cône. ^ 

14. Si cette deini«avertnre o ctti càne roulant est ^le A un ai^e 
droit {fig, io)t ce cône se réduit an plan de son équatèur, et c'est le 
cas particulier d^un pian qui roule sur la surface dun cône Juce lOV. 

Dans ce cas, où Tangle n est un droite Tangleu est aussi un droit, 
comme on le voit 4^ar ^a relation . * * 

Btango = Atangn, . , 

et l'expression du couple accélérateur K/levient 

K=^-Gdcota. 

GonouMas VI, 

Si a est égal à un droit (^g. j (), K devient G 0 sin o . cos u , qui*peut 
se ramener àf Texpression 

• ■ 

* K=s Ad*ainocoso: 

C'est le cas d'un cône qui roule sur lé cône complémentaire, 

m GovouaiRE VII. 

Cas singulier, oà le cône roulant se confimd avec le cône fixe. 

15. Si a est nnLiJig. 8), on trouve R = — ao : et en effet, dans 
ce cas siHguliert le cône mobile se confond avec le cône^lixe, et ne. 
peut y rouler sans l'accession d'un couple accélérateur infini; et il ep 
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est de même dans le cas de « égal à deux droits, lequel donne 

R s -I- 00. 

Pour bien entendre ceci , concevez que rr. ne soit pas tout \\ fait nui , 
mais positif et tros près de /cro; le ronp mobile sera presque confondu 
avec le cène fixe sur lequel il roule , et la ligne de contact OI aura un 
mouvement angulaire trè»-rapide autour de OV. L*axe du couple G 
toumeni donc avec la même rapidité autour du même axe fise OT; 
et, par conséquent, il faudra que le couple accélérateur K soit très- 
grand, afin que le couple Krf/, qu'il produit à charpie instant, étant 
composé avec G, donne au pôle (G) cette même vitesse angulaire très- 
rapide que doit «voir le pôle inslantanê (I), aussi bienquelepôie (A) 
de la figure. On voit' donc qn^en supposant a tout à fiiitnul, c'est- 
i-dîre les deux, cônes confondus, on doit troiiver la valeur de R 
infinie. 

Ff la même chose doit avoir lieu dans le cas de a. — -i droits , on les 
deux surfaces coniques se trouvent encore confondues; ce qui iloane 
également pour R une valeur infinie, 

La seule différence qu'on puisse ici remarquer, c^est que, dans le cas 
de a = o , on trouve K = — ce ; et que , dans le cas de a = a dràts^ 

on trotive K — -I- « . Cette difiérence de signe tient k ce que le pre- 
mier cas de a = o étant ici considéré coivime la limite de ceux où l'axe 
fixe OV lend à se confondre avec l'axe OA du cône roulant, le pôle 
fixe (V) est toujours supposé tomber entre les deitx pôles (G) et (A) : 
d'où il résulte que les mouvements de ces deux pôles, estimés paral- 
lèlement à la ligne des nœuds, doivent être de sens contraires, et 
qu'ainsi Kdt doit être de signe contraire à Ssinor//, ot. |>artanf , 
avoir le signe — , si l'on regarde 0 sin o di comme positii. Mais le cas 
de «t ss drmU étant coSisidéré comme la limite de ceux où Taxe OV 
tend & se confondre avec le /troUmganent de OA, cet axe fixe OV est 
supposé laisser toujours le. pôle (G) et le pôle (A) tous deux d'un même 
côté, et. parlant, monveitienis di^ ces deux piMcs. parallt lenient à 
la ligne des nœuds, se font dans le nu me sens, et ie couple K<^// doit 
présenter le même signe que 0 sinodt. 

P. a 
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RSHARQin! I. 

î(i. Ce que l'on vient de dire, ii l'orcnsion du cas singulier qui pré- 
cède, donne en général la raison des cLangeinents de signe que subit 
le couple R dans rétendi» de toutes les valeurs «{u'on peut donner à 
l'itiL liiiaison mutuelle a des axes OV et OA de nos deux cônes ; car les 
angh s <) et //, étant considérés comme posilift et moindres qu'un droit, 
on voit par la formule générale 

R:=G$^-sin 

■in« * " 

que K a le signe — depuisa = o jusqu'à a = u, et le signe + de- 
puis a ^ju jusqu'à «e = a droits = ;: ; qu'au delà de cette valeur il 
reprend le signe — jusqu'à Tangle it + u, et ensuite le signe -i- jus- 
qu'à la fin de la circonférence an. Or c*e$t ce qui doit vivo, puisque 
dans ces intervalles où K a le signe — , l'axe fixe OY tombe évidem- 
ment entre les deux pôles (A) et (G), tandis que dans 1rs autres inter- 
valles où R a le signe -h, cet axe fixe laisse les pôles (A) et (G) tous 
deux d'un méme côté. 

Remarque II. 

17. On N iont de voir pourquoi le coupK: R prespiilc Ifl mi tel si<;iie. 
selon que 1 axe du cône fixe a telle ou telle position par rapport aux 
deux axes OA et OG. Mais il est bon de remarquer encore trois autres 
casrelatifr à In posiiînn (\ne peut avoir l'axe instantané OI nu la ligne 
de contact de nos deux cônes , à l'égard des axes OA et OV de ces deux 
cônes. 

i". Si OI tombe entre les deux axes OA et 0\ {Jig- i}, les deux sur*- 
fiioes coniques se touchent extérieurement^ de sorte que te c6ne 
mobile roula en touchant par sa surfitce convexe la sui^ce ctmvexe 
du cône fixe. Et si l'on regarde celle première figure, on voit que le 
niouvemeiil .mgulnirc du pôle autour de l'axe fixe OV sp fait dans le 
méine setts que la rotation du corps estimée autour du même axe OV, 
sens de mouvement qu'on prend pour terme de comparaison, et qu'on 
appdie le sens direct : de sorte que , dans ce premier cas « on pmt dire 
que la ligne des nœuds a, sur le plan fixe, un mounnmeM direct. 
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a*. Si 01 laine le» deux axe» OA et OV tmw deux dW même côté, 
et dans cet ordre (I) , (A), (Y) a) , le c&ne mobile (lOA) tombe 
alore dans l'intérieur du cône fixe (lOV); de sorte quMI roule eo tou- 
chant par sa surface convexe la surface rnncave «le ce tône fixe; 
et, dans ce cas, il est visible que Je mouvement de la ligne des nœuds 
se 6iit dana.nn sens oontrure à celui de la rotation $, ou qu'il est ce 
qu'on appelle rém^prcuh. 

3^. ^ l'axe OI laisse encore d'un même c6té les deux axes OA et OV, 
mais dans l'ordre (1), (V), (A) ' fig. 3), c'est alors le cùne fixe qui 
tombe dans rintérienr du cône iiiobile ■ de sorte qtje celui-ci l'enve- 
lop|>e , et rouie en touchant par sa suriace concave la surface convexe 
du cône fixe dont il s'agit ; et, dans ce cm, le montement des nœuds se 
fait dans le même sens queJa rotation du corps, c'est-à-dire qu'il tst 
encore dinùt , comme dans le premier cas. 

Où l'on recormai't le sens suimnt let/uel agit toujours le couple 

ncccLraieur K. 

IH. Mais il y a encore une chose importante ;i remarquer: c'est que, 
dans tous les cas, c'est-à-dire, soit que le cùne roulant tombe en 
dehors, ou en dedans du cône fixe, soit qu'il V enveloppe, le sens du 
couple accélérateur R est toujours Id , que si ce couple agissait sur le 
corps eti repos, il tendrait toujours à détacher le cùne roulant de la 
surface du cône fixe avec lequel il est en contact, et jatiiais à r;n)|)uyer 
contre cette surface. C'est ce qu'il est très-aisé de reconnaître dans les 
trois cas que Ton vient de parcourir ci-dessus; et de là résulte une 
conséquence toute nouvelle que nous allons développei dans l'article 
suivant. 

Thkokkmf.. 

19. Supposons que les surfaces de nos deux cônes, qui ne sont ici 
que des surfaces fictives, deviennent des surfaces réelles et résistantes, 
de sorte que le cône mobde puisse réellement s'appuyer sur le cône 
fixe. le dis que, si l'on vient à supprimer tout à coup le couple aooé- 
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iérateur K , le mouvement du corps i-estera exactement le même qu'au- 
paravant , mais qu'alors le cone mobile pressera continuellement la 
surface du cône fixe avec la même force que si le corps était animé par 
un couplc-accélératmir — - K, qui tendît sans cesse à l'appuyer ou à le 
presser contre cette surfiice. 

Soif, en effet, le corps devenu liljre de toute action étrangère, et 
abandonné à la seidc impulsion du couple G : si l'on appliqiie, autour 
de la ligne de-s nœuds, les deux couples égaux et contraires ,K. et 
— Rr/f, il est clair que l'état du corps ne sera pas changé. Mais alors, 
au lieu de voir le corps comme abandonné k lâ seule impukkm du 
coupleGyje puis le voir comme animé par Pensembledes trois couples 
C. , Kfft , — Kdt. Oi\ (le ces trois couples, le dernier - Kiù , tendant 
à presser le cùne mobile sur la surface du cône fixe, peut être consi- 
déré comme détruit par la résistance de celte surface. Uesteut donc les 
deux couples G et K(/< dont Tensemble est capable de faire rouler le 
o6ne moÛle sur le cône fixe, et cela d'une manière libre « je veux 
dire comme si ce cône fixe n'existait pas, et, par conséquent, sans 
exercer la moiiulre pression sur sa surlace. Ainsi la surface fixe ne 
peut ressentir d'autre pression que celle qui provient du couple —Hdl 
dont die détruit Telfort à chaque instant. 

On a donc ce théorème : . 

Si le cône droit et cireulain (lOA ) êst posé sur U cône fixt (lOV) 
même sommet. O, et qu'm bii imprime tout à coup une rotation 6 

autour de In ligne de contact OI, ce cône abamlnnné n /ui-uic'ntc nm- 
lera mùjormément sur le cône Jixc, et il en pressera a chat^ue instant 
la surface avec la même force que si, étant en repos dans cet instant ^ 
il se tnmiMÙl soHiciid par un couple accélérateur étranger — K dé- . 
terminé par l'é^uatkm précédmte, 

K B G0 • sin (a — «). 

RzHàRQUE. 

20. Comme le couple (î est proportionnel à la rotation $ qu'il 
imprime f on voit que cette pression do c6ne roulant sur le o6ne fixe 
. est en raison du carré de la rotation 9 du corp; en sorte que si la 
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rotation devient double, la pression du cône roulant devient qua- 
druple, elc. Tout ceci est analogue à la fweaaion qu'exerce un point 

sur le contour d'une courbe fixe où il est forcé de se mouvoir. I,e 
mouvement naturel d'uu point libre est d'aller en li^'iu; droite; de 
manière que, si on l'enferme dans un canal rectiligne, il n'eu pres- 
sera là sur&ce d'aucun côté. De même, pour le cône lOA, qui 
tourne actuellement sur sa génératrioe OI « son mouvement .naturel 
est de rouler uniformément sur le cône (lOG) décrit autour de l'axe 
du couple G qui a imprimé cette rotation 6; de sorte que le côih- [vhi- 
lant n'exerce aucune pression sur le cône (lOG). Mais si, au lu u île 
ce cône particulier (lOG), on en présente un autre (lOV) sur lequel 
le cône mobile trouve un appui, il y roulera «icore sans rien 
perdre de sa rotation imprimée 9, mais il pressera continuellement la 
surface de ce cùne fixe, comme s'il était doué à chaque instant versoe 
cône d'une certaine pesanteur ]»roportioimel!e :\u carré de 5. 

Lorsqu'un point se meut en lij^ne courije, soit en vertu d'une force 
centrale, soit à cause de la résistance d'un canal curviligne où il e«t 
enfermé, si l'on vient à supprimer tout à coup cette force ou cette 
résistance, le point devenu libre s'échappe par la tangente à la courbe, 
avec la vitesse «louf il était animé au moment de la sii|>i»iessiou de 
toutes les forces étrangères. De iném«ici, qiiaïul le cniu- rrmhinf (lOA) 
devient libre de toute action étrangère, il s'écbappe, pour auisi dire , 
de la Burfiioe conique sur laquelle il roulait, pour prendre son mou- 
vement sur celle du cône (lOG), qui est comme la tangente de la 
première* 

Solution du cas singulier où l'on trouve K = ao . 

21. Dans le cas singulier de a — <>, où les surfaces des deux cmies 
se confondent, on trouve O-iri/ùii, comme ou l'a déjà remarque à 
Tart 15. Il en résulterait donc ici que la pression continuelle — K//< 
du cône mobile sur la surfeoe du c^ie fixe serait infiniment grande , ce 

qui pourrait être regardé comme une véritable {)ercussion finie qui se 
renouvellerait à chaque instant contre cette surface. Cette hypothèse 
d'un cône mobile qui, en vertu d'une rotation pnimtive S, autour 
d'une de ses génératrices 01, pourrait rouler cuntinuellement suV la 
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surface 6xe d'un autre cône de même contre, de même axe èt de même 

rayon, n'est «lonc ici qu'une hypothèse purement mathématique; car, 
«lans la réaUté, i! est ('viilfiit que la cliosp se passerait d'une autre 
manière. El, eu ellel, on pourrait toujours voir la rotation ^ ronnne 
(iécouiposée en deux : VtmBt 6 coso, autour de l'axe nièiue OA du cùne 
mobile; l'autre, 6 aino, antotir de la perpendiculaire à cet axe. Or il 
est visible que celle-d serait détruite par la résistance de la surface fixe, 
qui recevrait ainsi, au premier iiistrint, une prrcusn'on mesurée par Ir 
couple sino; mais la prenuère rotation 0 coso, autour de l'axe <H, 
obtiendrait uianirestement sou effet, et lecùiie mobile tournerait tii>re- 
ment sur son axe sans exercer la moindre action sur la surface du cène 
fixe. D'où l'on %-oit que, dans le cas singulier dont il s'agit, le cùiie 
ne roule plus, mais ne fait que glisser sur la surface <lu cône (ixc : 
mouvement qui ne répond plus à la question projiosée, mais n ujk 
autre, comme on aurait pu d'ailleurs en être averti par la valeur itijinu 
que le calcul donne alors pour |a grandeur du couple R. 

Transjonnations diverses de l 'équation de condition 
(0 K = GÔî|î^-8in(a-«). 

]'ai iais.sé jusqii'ici à cette ^uation la forme simple .sous laquell) 
elle s'est présentée dans notre analyse; mais on [jeut la transformer lie 
plusieurs manières, en éliminant, au moyen des relations données au 
commencement de ce Mémoire, quelques-unes des quantités G, o, 
dt, u qui entrent dans cette équation, pour y introduire celles qu'on 
voudra considérer comme les dnnnccs immédiates <lu problème. 
Ainsi, en chassant par exemple 0 au moyen de la relation 

^VA'cos'o + B'sin'o = G, 

et ensuite l'angle o an moyen de la relation 

Btango = A tangu, 

on trmivertt 

(a) R = ^.2^.sin{«-ii), 

où il n'y a plus d'autres doimées que G , u, a et B , dont les deux pre- 
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mières G et u répondent à la fraudeur dii couple d'impulsion et à sa 
poMtion dans le eorpa; la troialènie a» à rinclinaison de l'axe OA de 
ce corps sur l'axe fiite CVi et enfin la dernière B, à la nature du corp» 

dont il s'agit. 

'ir>. D'après cette équation , qui ne contient plus le moment d iner- 
tie À du corps autour de son axe , on voit que le couple accélérateur K 
sera le inénie pour tout autre corps qui aurait le même mcMuent d*inerw 
tie B autour dea diamètre» de Tèquateur. Ainsi dans tous ces corps, 
qui ne différent que par la valeur A de leur moment d'inertie autour 
de leur axe de figure, le mouvement angulaire du pôle, ou le monTe- 
ment de précession, sera le même. Mais il n'en faut pas conclure que 
tous ces corps se mouvront de la même niaiû»e} car, comme dans ces 
corps le moment A varie de Tim i l'autre, Tang^ o, et par conséquent 
l'angle (a — o), varient en même temps, d'après la rdation néces- 
saire B tango — A fr>n;i/<-, et. pnr conséquent, ce sera pour chaque 
corps le mouvement d un cùne particulier k la demi-ouverltire n qui 
roulera sur au cône particulier à la demi-ouverture (a — o). La seule 
chose qui sera oommune aux mouvements de tous ces corps , sera la 
préeessUm de» pèles (A) et (G ). 

24. Si , de la formule précédente» on élimine l'angle u, par la rpla- 
tion ci'dessus entre o et ci» on Avuvera l'équation 

(3) K=ïG"tangoi— - „ . 

qui ne contient d'autres angles que « et a. 

îi.i. Si, au lien th y <|ui nianpie la distaiîce angulaire des axes OA 
et OY de nos deux cùnes, on veut iutroduu'e la deuu-uuverture u du 
cône fixe, on n'aura qu'à siihsHtueru + o au lieu de a; et alors on aura 

(4) K = G» tango lA -nuugocot(a-t-o)] 

26. Si , au lieu du couple donné G , on veut prendre comme donnée 

la rotation imprimée $ autour de la ligne de contact 01 des deux CÔnes, 
on aura G' =0* cos'o(A* 4- B* tai^'o); et, substituant cette valeur, 

il viendra 

(5) K = 6' sui o cobo[A — B tango cot i^w -t- oj. 
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C'est une expression treft-simple du couple accélérateur K, par la rota- 
tion 5 qu'on suppose imprimée au cône mobile autour de sa ligne de 
contact avec le cone fixe, et par les angles o et u qui marquent les 
demi-ouvertures de ces deux oônea. 

Exemples de cet mouvements, pris dans la nature. 

87. Sui^Kwons que t'axe OV du cône fixe soit vertical, et que le 
ooq>s mobile soit, comme dans la nature, un corps qui pèse de haut 

en bas suivant VO , en vertu de la gravité g. 

Si l'on désigne par m la masse du corps , et par l la distance au 
point O, de son centre de gravité C que je suppose tomber sur Taxe 
même de figure OA, on aura évidemment m.glnaa.di pour le mo- 
ment du ro!i|>le K fit cpie la gravilé fait naître en un instant rit autour 
de la ligne ON des nœuds. Si (loue, dans l'iuie ou l'autre des fornuiles 
(pu précèdent , on substitue au lieu do K, Texprcssion mgl sin a , on aura 
une équation qui déterminera le couple G qu'on doit appliquer au 
corps, ou bien la rotation 9 qu'il fiuidra lui imprimer autour de 01, 
pour que le mouvement de ce corps pesant soit le mémo que si le 
( uuc (lOA roulait TUiiformément sur le cùne fixe l'ION); etlacondi* 
tion d'un tel mouveuu iit sera exprimée par l'écpiatioii 

inglsiiia— 5^ sino. coso(A — B tango, cota), • 
ou par toute autre tranafonnée équivalente (SS . . .26). 

28. On voit donc qu*ttn oôœ/iesaAf (lOA), ayant reçu autour de 
sa génératricr OI ime rotation primitive 0 détermiut'f par cette équa- 
tion, roidera librement sur la surface du cOne vertical (lOV), ne ten- 
dant ni à presser cette snrfiM», ni k s'en détacher, et demeurant ainsi 
comme suspendu par sa rolalion actuelle 9, qui fera sans cesse équi- 
libre au poids du corps, et empêchera oe ooi^wde tomber vers le ^an 
horizontal. 

29. Si la gravité ccssnif d'agir, mais que la sut face du rùnf fixe de- 
vint une surface résistante, le cone niobde continuerait de rouit r avec 
la mèiue vitesse 0', mais il presserait alors la surface du cone fixe avec 
la même force que s'il était doué d'une pesanteur — g , égale et 
contraire à la pesanteur naturdle. 
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50. Dans celle hypothèse du cône mobile dépoarvii de fieseiiteur, 

mais pouvant s'appuyer contre le cône fixe, si l'on suppose imprimée 
à ce cône mobile ime rotation quelconque 5' autour de la ligtie de con- 
tact 01, il roulera uiiifdrmément sur le cône fixe, et le presseraa chaque 
instant comme s il éia:t doué de bas en haut d'une pesanteur — g' 
déterminée par Téquation 

mg*tima = 9* sîno.coso(A — Btangp.cot«). 

Si donc, 9' étant > 6, et, par conséquent, g' > g, on rend nu corps 
sa pesanteur naturelle + g» il continuera de rouler dcf la même ma- 
nièrei mnis il ne presi>era plus le cône fixe qu'en vertu <f une force 

Si le cône pesant, au lieu de rouler au dehors, roulait dans Pin- 

térienr de la siufaoe du cône fixe, de manière que son poids tendît 
à l'appuyer sur cette surface, il la presserait alors comme s'il était 
doué d'une pesanteur [a' étant ici donné par l'équation 

iny7 ûn a s= 9" sin o cos o (A B tang o . cot a)]. 

31. Si roaverture du cône fixe est égale à un angle droit, la s«ir- 
faoe de ce cône devient un plan , et l'on a le cas particidier d'un cône 
pesant (lOA^qui roule sur un plan horizontni. L'équation de condition 
se réduit alors (à cause «le col o-. _ ~ Lhil; u), h 

mgl coso == 1 0^ tango. 

Si donc le cône pesant (lOA tangent au plan horizontal, et posé en 
dessous, rec^oa tout à coup, auto.ur de la ligne de contact, une vitesse 
angulaire 6 déterminée par ortte équatibn, ce cône roulera en liberté 
sur la tu» iaf&ieun de ce plan, sans la presser, ni s'en détacher, %t 
comme si ce plan n'existait pas. 

Si on lui imprime une vitesse phis grande 5', il roulera de même avec 
cette nouvelle vitesse; mais alors il pressera le plan de bas en haut, 
comme si , étant supposé en repos dans Tinsiant que Ton considère, il 
était doué d*iuie pesanteur g' — g de sens contraire k U pesanteur 
naturelle, étant déterminée par l'équation 

m^/coso 17 IC* tango. 
Si le cône, au lieu d*étre au-dessous du plan horiiontal, était posé 
P. 3 
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fin-r/essits , on pourrait lui iiiip;imer une rotation 0' de {grandeur (fuei- 
mnque ; il r nulcrait iiniforrnémeiil avec celle vitesse imprimt'e 5', et il 
presserai! alors te plan, de liant en bas, avec la même force ipie 
sMl était doué d'un« pesanteur g -^g àt même sens que sa pesanteur 
naturelle. 

Il est facile (le multiplier œs exemples : je me contenlerai d*en ajou- 
ter lin nouveau , tiré du mouvement de la Terre autour de son centre 

de gravité. 

«HL Gïnsidty'ons la Terre comme tin sitluroïdo, on, en général, 
comme nn corps doiii» (!<> iIphn moments f'';^;mx crinerlie; et soient toir- 
joiirs désignés par A le moincnt d inerlit- autour de l'axe de ce corps, 
et par B le moment d'inertie autour d'un diamètre quelconque de 
l'équateur. Si Ton observe le mouvement de la Terre par rapport au> 
étoiles regardées comme fixes, on trouve que ce sphéroïde tourne en 
un jour sur son ave OA , faiidis que cet .-ixe toiinic Ini-im nie on sens 
contraire autour <le Taxe ()Y de l'écliptique, et avec une moyenne vi- 
tesse angulaire qui est d'environ o',i 36^95 sexag<^âilnales |>ar jour, 
ce qni ùxi la préeessum ttiume des équinoxes. 

Si donc, à partir du centre O, tm. porte sur l'axe OA une ligne 
p = ^Go" qui marque la rotation diurne de la Terre, et sur le prolon- 
gement de Vt), une ligne 9 = 0", 136795 qui marque sa rotation 
autour de l'axe de l'écliptique, la diagonale du parallélôgramuie con- 
struit sur ces deux lignes représentera Taxe et la grandeur de' la rota* 
tion réelle 6 dont la Terre est animée dans l'instant que Ton considère. 
On aura donc, pour déterminer cette rotation $ et TiDcliiunson ode 
s(M axe 01 à l'axe de figure OA, cette suite de rapports égaux : 

. p :: sino : sina : sin(a -I- o), 

a étant rinclinaison de OA à OV, ou, 00 qui revient ail méme,rincli- 
naison de l'équateur à l'éclipticjue. 

Ainsi, de ces trois seules quantités, qui sont données par l'observa- 
tion, savoir : la rotation diurne j la précessim des équinoxes et roé/f» 
^lûté de l'écliptique, on peut conclure la rotation réelle 0 de la Terre 
sur son axe instantané 01, et la distance angulaire o de oer axe à l'axe OA 
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de la figura. Cet angle o est, oomme on le voit, très-petit; car 8e la 
proporlioii précédrote 

f :p :: sina:ain(a 

en y metlant, au liaa de f et p leora valeuri ci^easus, et au lieu de 
a, 23*>a7'3a% on tire 

o", I ^ri l*) . siii ?3''27' 32" 

""S " ~ 36ôiï^o'',i363957cMT3'^'~3V ' 

ce qui donne un angle 0 très-petit, et qui, mesuré à la surface de la 
Terre, répondrait à peine à un arc de 27 contiinètrrs de longueur. 

Le pôle instantané I de la rotation e^t donc très-voisin du pôle A de 
la figura : et si l*on suppose A > B , le pôle G du couple actuel qui 
anime la Terra, en est encore plus proche; car, en nommant 11 rincli* 
naison de OG sur OA, la rdation B tango = A tang// nous donne // 
pl us petit que l'angle O, et, pr conséquent , l'axe OG plus voisin qneOl 
dfc l'axe OA. 

Quant à la rotation réelle et instantanée on voit aussi qu'elle dif- 
fère extrémemoit peu de la rotation ^iparente p sur l'axe defigureOA , 
puisqu'on a la proportiifti 

9:/» ::8ina:sin(et-t- o), 

et que l'angle oest très-p«»tit par rapport à l'angle a. 

ô5. Tel est donc, dapres l'observation, le nuniveinent moyen du 
sphéraide lèrrestra autour de son centre de gravité : je dis le mouve- 
ment moy&t, parce que, indépendamnient de ce petit mouvement ré- 
trograde 9, par lequel l'axe terrestre tourne autour des pôles de l'éclip ■ 
tique, et qui fait la prëcession des équinoxes, nn en observe encore un 
autre par lequel cet axe s'abaisse et relevé alternativement sur le 
plan derécliptique, et fiiit ce qu'on appelle la tttOaUifn de Vase ter- 
restra. Hais ce second mouvement étant périoeUque, et comme une 
simple oscillation de Taxe dans un arc d'nne trèsi-pelite étendue, s'ef- 
face, pour ainsi dire , dans la considération du mouvement général dv 
la Terre, pour ne laisser voir, avec la rotation diurne, que le mou- 
vement de précessiou , qui est très-petit, mais qui a toujours lieu dans 
un même sens. 

3.. 



Ln ne considérant <loiic que ces deux inoiivemenls, et Ifs su|iposant 
tous les deux uniformes, on }>eut dire que ie mouvement de lu Terre, 
atiiour de son centre de gravité O, est euctement le même qtte tà le 
cône ( lOA ), décrit sous Tangle o autotir de l'axe OA du sphéroïde, rou- 
lait iiniforinémcnt, sans glisser, sur la surface intérieure du cône 
fixe (lOV), décrit sous l'angle («4-o) autour de l'axe OV de i'éclip- 
tique. 

Or on a vu que, pour Tesistence d*an tel mouvement» il faut : 
I* que la Terre reçoive h chaque instant r«ction d*tm cduple étranger 

pcr|iendiculaire à la ligne des nœuds; 3° que ce couple agisse toujours 
dans ie sr>rii où il tendrait à détacher le cône roulant de la surface du 
cùne iixe, et, par conséquent, à rapprocher l'axe de la Terre de Taxe 
de Técliptique, ou , ce qui revient au même, k couckar Téqualeur wr 
le plan de récliptiqne; et 3* enfin il fiiut qu'on ait, pour la grandeur 
de ce couple accél^teiir K , Téqualion 

' R = 0*sinocoso(A+ B tango cota).. 

Ainsi , pour que la Terre suive le mouvement actael qu'on y observe , 
il faut nécessairement que ât l'attraction dcs^rps étrangers, tels q>ie 
la Lune et le Soleil , il vienne à chaque instant sur elle un couple accé* 

lératenr qui , étnnt ///ne autour de la ligne dis nu-nfls, remplisse les 
conditions qu'on vient de dire. Si cette action étrangère n'existait pas, 
ou venait tout à coup à cesser, le mouvement de la Terre serait changé, 
et le cône (lOA), au lieu de rouler sur-le cône (lOV) décrit aotonr de 
i'axe de l'écliptique , roulerait sur le petit cône lOG) décrit autour de 
l'axe OG du coiqile frimpiiisrnn , rtxe qui deviiMidrait fixe dans l'es- 
pace absolu. L'axe «le la Terre projeté sur le ()lan de l'écliptique, et 
par conséquent la ligne des nœuds, qui n'est que la perpendiculaire a 
cette projection, n'aurait donc plus ce mouvement rétrograde qui iàit 
la préoeasion des équinoxes, mais seulement ime oscillation très- 
rapide, à peu près d'un jour, dans im angle tré»petit lu' tel qu'on 

aurait sin»' s l'inclinaison moyenne de OA k OV; et 

pendant ce temps le même axe OA aurait, vers le plan de l'écliptique, 
une ntitation ou balancement alternatif d'une amplitud^a». Mais 
poursuivons noire objet. 
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54-. Nous avons Irotivé ailleurs qtie le couple tnojen }^ qui vient du 
Solâl pour fiiire tourner la Terre sur la ligne de» nœuds, m exprimé 
par 

V 3S(A <— B)ibccosc 

S étant la masse du Soleil, r sa moyenne distance à la Terre, et a 

Tobliquité de l'écliptiqne. 

Nous avons trouvé ensuite que le couple moyen N', qui vient de la 
Lune pour fiiire tourner la Terre sur la même ligne des noeuds, fst 
exprimé par 

I. (If'signaut la masse de T une, r' sa moyenne distance à la Terre, 
et y l'inclinaison de l'orbe lunaire au plan de Técliptique. 

On a donc , pour le couple moyen K qui provient de l'action de ces 
deux astres, estimée amour de la ligne des nesuds, 

„ 3(A — B i sinacosir S L / 3 . , \ I 

K = "^^ - 5«n*7}J- 

Si donc la précesnon observée des équinoxes est uniquément due à 
l'action de ce oonple R « il faut d'abord que ce couple agisse dans le 
sens où il tend à eoucfiet l'équatcur sur le plan de réclipiique, et que, 

par conséquent, on ait, d iiib le sphéroïde terrestre, A.> B : sans <pioi 
, le mouvement des équinoxes serait ((trcct , nu lieu d'être ivtmi^indi . • 
G*tte première condition de A > H est naturellement remplie si la 
Terre est un sphéroïde homogène nj^U aux pAles ou rer^ vers 
l'équatcur, et elle peut encore avoir lieu dans une infinité d'autres cas 
où ce sphéroïde aplati serait composé de couches de diffiSrentes den- 
sités, comme tout nous porte à le croire. 

Il faut ensuite que la grandeur de ce couple K satisfasse à l'équation 
précédente (n* 33), et que, par couséqnent, on ait l'équation 

3 (i - 1) sin « cosa [i + (i- |«in«y) j 
= sino coso ( 1 4- ^ tango col ec)« 
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où $ désigne la roUtioii réeJI« de la Terre sur son axe inslan- 
tané OI, laquelle «st exprimée par $ = 

35. Voilà donc une relation par laquelle on peut vérifier quelque 
quantit»^ dont la valeur sei iiit encore incerlaine, comme la masse de la 
Lune, ou le rapport des deux moments d'inertie <le la Terre, en sup- 
posant que toutes les autres nous soient connues par des mesures 
directes ou par la théorie de la pesanteur universelle. 

Les angles et, 7, o, et les dislances r, r' de la Terre au Soleil et à la 
Lune, jieiivpnf se tirer rl<> l'observation, et la loi de l'attraction donne 
le rapport de la niasse dti Soleil à celle de la Terre, rapport qui est 
environ celui de 354 l'unité. Il ne reste donc d'indéterminés que 

la masse de la Lune et le rapport des moments d*inertie du sphéroide 
terrestre; car la masse de la Lnnen*cfltguère connue que par la partie 
de la force qu'on Itii attribue p^nr soulever, cônjointeinent avec le 
Soleil , les eaux de l'Océan; et le rapport B : A ne peut l'ctre par la seule 
connaissance de la 6gure de la Terre, a nu)ius de faire quelque hypo- 
thèse sur la constitution intérieure de cette («lanèle. Si Ton su|)pose la 
Terre homogène, et raplatissemetit de ce sphéroïde égal i âTrr» > 1 w 
les mesures géodésiqucs paraissent l'indiquer, on trouvera facilement 
ce rapport de B à A; et mettant cette valeur <lans l'équation ])récé- 
dente, on pourra voir quelle est la masse L de la Lune, qui doit ré- 
pondre à cette hypothèse. La théorie du flux et reflux de la mer, et 
plusieurs phénomènes astronomiquesi tels que la nutation de Taxe 
terrestre, etc., donnent, pour cette masse, L — -^T environ; et de « 
cette valeur supposée exacte nn pourrait tirer réciproquement le rap- 
port B : A et voir s'il peut s'accorder avec quelque hypothèse sur la 
constitution intérieure de la Terre , l'aplatissemMit étant toujours lup- 

Au reste, ce rapport des deux moments d'inertie de la Terre me pa* 
raît devoir être presque indépeiulant de la variation de densité qui peut 
avoir lieu dans notre planète. Car, en la considérant comme uu sphé- 
roïde composé d'une inGnité de coticbes homogènes terminées par 
des surfaces semblables, on pourrait supposer que la densité varîftt de 
Tune k Tautre d'une manière arbitraire, sans qtie le rapport B : A des 
moments d'inertie du corps en fût changé. Voilà donc une infinité de 
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sphéroïdes hétérogènes f»ù les moments d'inerlip Rrt A seront toujours 
dans le même rapport. Or, en concevant la Terre ainsi partagée en une 
infinité de couche^) semblables, il est assez naturel de supposer que lu 
densité est à peu prés uuiforme dans chaque couche, et ne varie qu'eu 
passant de l'une à l'autre : d'où il suit que, dans toutes les hypothèses 
qu'on petit faire sur la loi de cette variation, le rapport des moments 
d'inertie du sphéroïde demeure à très-peu près constant. Ce rapport 
nous parait donc dépendre presque uniquement de ta figure de la 
Terre, et très-peu de sa constitution intérieure, et c'est ce que confinnt» 
très-bien le calcul que nous avons fait ailleurs pour trouver la préoes- 
sion des équinoses dans la simple hypothèse dt; riiomogéiiéité du s|)lié- 
roide terrestre, avec un aplatissement de „ J . tel «pie le donm iit les 
mesures géoilésiques. L'accord de ce calcul avec l'observation nous 
prouve ([ue la variation de la densité dans Tintérieur de la Terre n'a 
aucune influence- sensible sur la quantité de cette précession , et 
que, par conséquent, le rapport des deux moments d'inertie de la 
Terre est à très-peu près le même que si elle était homogène, ou 
composée de couches semblables dont chacune serait d'une densité 
uniforme. 

Mais il y a plus : car si l'on cherche par le calcul le couple accé- 
lérateur qui vient d'un centre attirant S sur un corps quelconque T 

dont les dimensions soient très-petites en comparaison de sa distance 
au point S, on trouve que la valeur de ce couple est, à frès-ptMi prfs, 
la même que si le corps T était un simple ellipsoïde homogène qui 
aurait les mêmes moments d'inertie. D'où l'on peut conclure que la 
préeeasion et la nutalion dépendent tr«a*pçu de la 6gure et de 
la constitution de la Terre, mais presque uniquement du rapport 
«pi'il y a entre les deux moments d'inertie de cette planète. Si donc, 
((* rapport étant conservé, la Terre venait à changer de masse, de 
tîgure et de constitution hitérîeure, la préoession et la natation se- 
raient encore très - sensiblement let mêmes qu'aujourd'hui Ainsi 
toutes ces considérations ou hypothèses de figure, de densité, etc., 
de notre globe n'entrent presque pour rien dans la mesure des phé- 
nomènes dont il s'agit; ce qui est assurément très-digne d'être re- 
marqué. 

36. Mais, pour en revenir à notre théorie des cônes roulants, la- 
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quel]« nous « donné l'équation très-mnaple 

» 

K = 0'mioooso[A — Btai^ocot(u +0)], 

où les lettres o et u sont les demi-ouvertures de nos deux côiie&, je 
veux montrer qu'on pouvait parvenir k cette équation par une autre 
analyse assex délicate, et qui me parait trè»>propre à éciatrcir et à 
confirmer la premi«v. 

Seconde nuuuere de pu/venir à l'expression ilu couple accélérateur K. 
dwU le eâne fmUant est oniW. 

Soif, en conservant toutes les tlénominatinns pr^édentes, !<' cône 
* mobile (lOA), à la demi-ouverlure o, qm roule aotti<>llfinpiit sans 
glisser sur le cône iixe (lOV), à la deiiti-ouverture u, en tournant sur 
la ligne de contact 01 avec la vitesse angulaire 9. 

Supposons que» du centre O et d'un rayon Ois i, on décrive la 
surface de la sphère qui coupe celles des «leiix cônes suivant l^s deux 
circonférences s et 7. Soit ds l'arc décrit en un instant d( par le jx>le I, 
et qui viendra se coucher au bout de cet instant sur Tare égal da de 
l'orbe fixe v* Si Ton nomme deeH ds les angles de contingence des 
deux surfaces coniques (lOA), (lOV) avec leur commun plan tan- 
gent suivant OI , <m aura 

j dt j é9 

retp étant les rayons de coiirbure do ( es deux surfaces au point I. 
Or, $ étant la rotation autour de OI , il est visible qu'on a 

$éi^tle^diy 

ce qui donne, mettant pour de ^ds leurs valeurs, et obcervanV 
qu'on a toujours dt = da^ • 



$tU = d9 




Mais il est clair qu'on a ici 

ras tango et .«sstangw. 
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On a donc 

d'où i'ou tire 
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d<r = 6dt. 



taogo.UogM * 



tango, tangu 
tangAH-tangt» 



Telle est donc, par la rotation actuelle $, roqpreMion du uumve> 
ment da du pôle instantané I le long dn cercle v qui aert de baae à la 

surface du cône fixe. 

Mais, d'un autre côté, si vous nommez n la rotation accélératrice 
qui a lieu autour de la ligne des nœuds, de sorte que ndt marque la 
rotation infiniment petite que le corps tend à prendre en un instant 
autour de cette ligne, il est visible que l'axe de la rotation $ doit, au 
bout d'un instant, passer de sa position actuelle 01 à celle de la dia- 
gonale du parallélogramme rectangle construit sur les deux lignes Q 
et ndi. Ou doit donc avoir aussi, pour le mouvement dv du pôle I, 

. ndt 

V 

d'où, eu égalant cette expression à la précédente, on tire 

' UDg O -+- ung u ' 

c'est l'expression de la rotation accélératrice qu'il faut supposer au- 
tour de la ligne des nœuds, pour que le mouvement du corps soit le 
même que si le cône (lOÂ) roulait sur le cône fixe (10 Vj avec la vitesse 
angulaire 0. 

Or cette rotation « cet évidemment composée de deux antres : Tune y 
due aux forces centrifuges, l'autre x due aux forces étrangères. Ét 
comme 7 a son axe dans h\ ligne des nœuds, ainsi que tt, il s'ensuit 
que la rotation x, due aux forces étrangères, a aussi son axe dans la 
même ligne, et que, par conséqtient , on a 

ff = X + y. 



Or la rotation 7, due au couple g =s G9 sint, qui vient des forces 
P. 4 



• 
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cetitrifiigCR, est exprimée par 

06 sin ; 

B étant le moment d'inertie du corps autour du diamètre qui lait ac- 
tiidleinent la ligne des nceuda. On aura donc, ponr 1* rotation x dtie 
au ooiiple accélérateur K qni vient des fiaroes étrangèreii, 

x=5* 

'uiig««^laiigi> B * 
mais, d'après les rdatioi» précédentes, on a 

Gô sin i =: (B — A) &in o coso. 

Substituant donc cette valeur à la place de G d un i, et réduisant en- 
suite toute l*expresmon , on trouvera 

it = 6* siito coso — lang o col (« -h o) j . 

d*oâ, en multipliant de part et d'antre par afin d'avoir dans )r pre-> 
niier membre le produit H / fjui fait la mesure du couple cherché R, 
on tire, pour l'expression de ce couple accélérateur, 

K.= 9*siriocoft[A — B tango coto(u + o)], 

ce qui 8*accorde parfaitement avec l'expression trouvée (8) par notre 
première analyse. 

37. On peut remarquer que celle-ci est applicable au mouvement 
d'un cône à base quelconque s, qui roulerait sur un cône fixe à base 

quelconque 

Considérez, en etiet, suivaut la ligne de coutact Ol, les deux cùues 
circulaires oscubUeurs des deux proposés, et nomnca rot ^ les deux 
rayons de courinire de leurs sui^aoes an p6lé I. Vous trouverez de 

même, en nommant k la rotation accélératrice qui doit avoir lieu au- 
tour de On, menée perpendiculabe à 01 dans le plan tangent des deux 

- cônes. 
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$ désignant de même la rotation actuelle du corps auloar de la 

ligne 01. 

Cette rolntion accélératrice ;t, qui doit donner à chaque instant au 
corps la rotation iuliniment petite ndt, e<^t la composée de deux autres : 
l'une Y, qui vient des forces eentriftiges ; l'autre x, qui vient des forces 
étrangères. Mais ici y et x ne seront point des rotations autour de la 
même droite Oir, et la composition ne s*en fera point par une ainple 
addilioii comme dans le cas précédent. 

Si l'on conçoit, décrit autour du point U comme centre, Vellipsoide 
central du corps mobile, la rotation y, due aux forces centrifuges, se 
fera autour du diamètre conjugué an plan GOI de Taxe du couple 
d'impulsion et de l'axe instantané de la rotation 9, à laquelle ce couple 
donne naissance. 

La rotafidii ~ se fait autour d'un axe On parallèle à Télémcnt ds de 
i'orbe sphénquc i , actuellement décrit par le pôle I : de sorte qu'en 
prenant deux lignes Oir et Oy, qui représentent ces deux' rotationst 
'et achevant le parallélogramme, la diagonale représentera l'axe et la 
grandeur de la rotation x qui doit venir des forces étrangères. On 
aura donc» en nommant f l'inclinaison de y k 

■ X = ^"f 4- n* — ^yit CMf. 

On pourrait tirer de là l'expression du couple accélérateur K., dont 
le corps mobile doit être animé pour Tesistettoe du monvenieot que 

l*Qn*8uppo8e; car ce couple K doit être tel, que si on le compose avec 

le couple GCsiii/. qui vient des forces centrifuges, le couple résultant 
soit capable de faire tourner sur Or, parallèle k l'arc W!r, et avec une 
vitesse angulaire, 




Par l'accession continuelle d*un td couple variable K, le .oône mobile 
roidera sur le cône fixe en tournant sur la ligne de contact 01 avec 

la vitesse angulaire 0. 

38. Mais, pour nous borner ici à un cas plus simple, ne consi- 
dérons, comme dans ce qui précède, qu'un corps dont l'ellipsoïde 
central , relatif an point fixe O, soit de révolution. Supposons que le 

4.. 
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torie mobile soit droit et circulaire autour de l'axe OA do re sphé- 
roïde, et que la surface du cône fixe reste d'ailleurs à base quel- 
conque 9. II Mt dair que les axes des rotatioiis 7 et « tomberont dans 
une même droite parallèle k l'arc dt ou dvt et qu'on aura simplement 

comme dans les cas déjà traités, où les deux cônes sont également 
droits et circulaires. 

Si donc on nomme de même 0 la demi-ouverture constante du cône 
circulaire (lOA ) , et la demi-onverture variable du cône oscnlateur 
de la surface conique k base quelconque ff, on aura 

r= tango et p = tange»; 

et, par les mêmes calculs que ci-dessus, on arrivera à l'expression 

BxBRB0*8inocoso[A — BtaDgo.cot(«» + 0)], 

toute semblable » la précédente, mais où Tangle u, au lieu d'être 
constant, sera une variable dépendante de Torbe sphérique donné c. 

.39. Concevez que, du centre on mène l'infinité des droite» pa- 
rallèles aux tangentes successives de cet orbe ?: toutes ces clroilesfor> 

nirronf une surface conique qui pourra frnir lieu du plan fixe auquel 
on rapportait plus haut le mouvciuent du corps; et l'on pourra iif)ui- 
nier de aième iij^ne des nœuds j la droite suivant laquelle l'équatciir 
vient couper à chaque instant cette snr&ce conique. (Test autour de 
cette ligne que le couple variable K doit agir sans cesse pour que le 
mouvement du corps sr)it le même que si le cone (ÎOA) roulait sans 
ghsscr sur le cône fixe donné, en tournant sur la ligue de contact Ol 
avec une vitesse angtdaire constante 9. 

40. Supposons maintenant, comme dans les art. 19 et .suivants, 
qu'on supprime tout k coup ce couple accâérateurK, mais que, d^ui 
autre côté, les surfaces de nos deux cônes, qui n'étaient que fictives, 
deviennent des surfaces réelles et capables de résistance: Je dis que le 

mouvement continuera exactement de la mrme manière, cost-à-dire 
que le cône mobile roulera perpétuellement sur le cône fixe avec la 
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même vitesse angulaire B, mats qu'il exercera sur la aurfiice de ce cône 

une pression continudie, cumine sHI ressentait à chaque instant dt 
l'action — Kdt d'nn conplf accélératenr — R qui tendît à l'appuvfr 
contre cette siiri'ace, et dont la valeur variable K serait exprimée par 
l'équatiou précédente. 

Et, en e^, soit G le couple capable de la rotation 6 autour de OI$ 
si TOUS concevez qu'on applique à chaque instant sur la ligne des 
ncruds, les deux couples égaux et contraires Kdt et — K<ft, ce qui ne 
change rien à l'état du mouvement, vous pourrez considérer (pie les 
deux couples G et \s.cit combinés ensemble font rouler le cône mobile 
sur le c6ne fixe d'une manière libre, je veux dire sans qu'il y ait la 
'.moindre action de Tim sur l'autre. Reste donc le couple — Kr/t^ qui 
tend H rapprocher le oône mobile du cône fixe, et d'où résulte la près» 
sion dont il s'agit. 

il. Désignons par tn la masse du corps, et regardons le couple K 
ccmme composé de deux iorces m/» et — inp : l'une mp, applitjuée au 
c^tre de gravité G de oe corps, et perpendiculaire au plan tangent des 
deu e6nes} l'autre —mpf égale, parallèle et de sens contraire, et 
appliquée au point O. Si l'on fait COs/, on aura / coso pour le bras 
do Uvier de ce couple, et ii^coso pour l'expressiou de son moment K. 
On aira donc 

\ If^COSOsK, 

et.jplrtant, 

\ /7= ^sino[A — Btango.cot(i« + o)], 

pour l*\pression de la force .ucélérftlrice p, qui donnerait lieu .ni 
ntouveuent proposé si elle agissait sans cesse sur toutes les molécules 
suivant Ik perpendiculaire au plan de contac.t des deux cônes, et dans 
le sent q^i tend, noti pas k presser le c6ne mobile sur le cAne fixe, 
mais bieti^ l'en détacher. Par une telle force accélératrice p, combinée 
avec le cOiple d'impulsimi (1, le corps prendra de Itii-tnèiiie le mou- 
vement qu^n suppose, et le point lixc O sera seul chargé d'une pres- 
sion contintplle — mpcU, variable de grandeur et de direction suivant 
les lois que Un vient de dire. 

Si l'on subrime tout à coup cette force accélératrice pf et que 
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le corps reste abniidonn»' ii inertie, le luoiivemeiit continuera 
exacteineut (le la inctiie uianicre; mais alors le coiie mobile pressera \e 
oôiie fixe comme »i le corps était doué d'nne |>esant«ur — p dirigée 
vers le plan tangent; et le point fiie O sera chargé d*une pression 

continuelle -t- m/)f/<, etc., etc. 

Mais je reviendrai ailleurs sur quelques-uns «le ces théorèmes tlvna- 
mi<{iies, et j eu développerai d'autres qui se présentent natiireilenieui 
comme autant de corollaires de notre Théorie nouvelt*' la Hota- 
tiondet corps. * 
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